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4.3. Nociones básicas sobre imágenes médicas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.3.1. Tomograf́ıa computarizada (CT) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1
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Introducción
El diseño de superficies desarrollables son de considerable importancia en diversas
aplicaciones en diseño geométrico asistido por computador. El objetivo de esta tesis es
construir splines con segmentos de conos circulares para aproximar superficies desarro-
llables, con la finalidad de construir splines que modelen superficies de interés en el área
médica odontológica y presentar ejemplos de vistas panorámicas de secciones curvas de
maxilares humanos que contienen información sobre todas las piezas dentales. El proceso
que presentamos permite el despliegue simultáneo de estas piezas, en una superficie sin
ninguna distorsión métrica.
En el caṕıtulo 1 inicialmente presentamos algunos conceptos básicos de geometŕıa di-
ferencial de curvas y superficies. Se define la longitud de arco, el triedro de Frenet, la
curvatura y la torsión de una curva regular parametrizada. En el conjunto de superficies
regladas se describe un subconjunto de superficies llamadas superficies desarrollables y
algunas propiedades importantes.
Por último se introduce las nociones básicas de diseño geométrico asistido por compu-
tador, tales como las curvas de Bézier, el algoritmo de De Casteljau y algunas propiedades
importantes de estas curvas que posteriormente se utilizan en la construcción de biarcos.
Finalmente, se describe las superficies de Bézier.
En el caṕıtulo 2 consideramos rectas orientadas, ćırculos orientados y elementos de
contacto orientados con el fin de construir curvas compuestas de pares de arcos circulares
que connecten dos puntos dados a1, a2 ∈ R3 y dos rectas orientadas dadas l1, l2 que pasa
por a1 y a2 respectivamente.
En el caṕıtulo 3 estudiamos la solución para el problema de aproximar superficies
desarrollables con splines de conos circulares presentada por Leopoldseder y Pottmann
[7], con el fin de obtener splines que ajusten superficies de interés para las aplicaciones en
el área médica.
En el caṕıtulo 4 estudiamos algunos conceptos básicos sobre el procesamiento de imáge-
nes médicas y consideramos el conjunto de soluciones de pares de conos circulares hallado
en el caṕıtulo anterior para aproximar superficies desarrollables, con la finalidad de cons-




1.1. Fundamentos de geometŕıa diferencial de
curvas y superficies
1.1.1. Curvas parametrizadas
Una curva diferenciable parametrizada es una curva α : I −→ R3 de un intervalo I = (a, b)
ó [a, b] en R que env́ıa cada t ∈ I a un punto α(t) = (x(t), y(t), z(t)) ∈ R3 tal que las
funciones x(t), y(t), z(t) son diferenciables.
Si denotamos por x′(t), y′(t), z′(t) las primeras derivadas de x, y, z en el punto t, el vector
(x′(t), y′(t), z′(t)) = α
′
(t) ∈ R3 es el vector tangente de la curva α en t. La curva α es
regular si α
′
(t) 6= 0 para todo t ∈ I.
Longitud de arco.
Dado t ∈ I, la longitud de arco de una curva regular parametrizada α : I −→ R3, desde






∥∥α′(t)∥∥ = √(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 es la longitud del vector α′(t).
Dado que α
′






Teoŕıa local de curvas parametrizadas por longitud de arco.
Dada una curva α : I −→ R3 parametrizada por longitud de arco, el vector α′(s) es el
vector tangente unitario a la curva, denotado por t(s). Dado que el vector tangente tiene
longitud constante, el vector α
′′









es llamado el vector normal principal
de α en s y el número κ(s) =
∥∥α′′(s)∥∥ es llamado la curvatura de α en s. La curvatura κ
mide el cambio en el vector tangente unitario t, por tanto κ = 0 si y sólo si la curva es
una recta.
Si κ 6= 0, el vector b(s) = t(s) × n(s) es el vector binormal en s. El número τ(s) =
n′(s) · b(s) es llamado la torsión de α en s. Notemos que por la definición se tiene κ ≥ 0,
pero τ puede ser positiva o negativa.
En resumen, a cada valor del parámetro s le asociamos tres vectores unitarios ortogonales
t(s),n(s),b(s). Este triedro es referido como el triedro de Frenet, (ver figura 1.1).
Los planos fundamentales de la curva α en un punto p = α(s) son:
(i) El plano determinado por el vector tangente y el vector normal, t(s) y n(s), es
llamado el plano osculador.
(ii) El plano rectificante es generado por el vector tangente t(s) y el vector binormal
b(s).
(iii) El plano generado por los vectores normal y binormal n(s) y b(s) es el plano normal.
Figura 1.1: Triedro de Frenet de una hélice en un punto.
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La torsión τ mide el cambio en el vector binormal b, por tanto τ = 0 si y sólo si la curva
es plana, si esto ocurre la curva está contenida en el plano osculador.
El inverso de la curvatura r =
1
κ
es llamado el radio de curvatura en s. El ćırculo contenido
en el plano osculador, que pasa por α(s), cuyo centro está sobre la ĺınea que contiene a
n(s) y su radio es el radio de curvatura es llamado ćırculo osculador en s.
1.1.2. Superficies regladas
Sean I ⊂ R un intervalo, l : I −→ R3 una curva regular parametrizada por longitud de
arco y e : I −→ R3 una función suave con e(u) 6= 0 para todo u ∈ I. Una superficie
parametrizada, denominada superficie reglada está definida por
g(u, v) = l(u) + ve(u), u ∈ I v ∈ R, gu × gv 6= 0. (1.2)
Para cada u ∈ I, la ĺınea que pasa por l(u) y es paralela a e(u) es llamada generador de
la superficie y la curva l es llamada la directriz de la superficie. La intuición que tene-
mos de este tipo de superficies es que resulta del movimiento de una recta en en el espacio.
Una superficie reglada se denomina desarrollable si puede ser aplicada localmente al plano
sin ninguna distorsión métrica, esto es: la superficie (1.2) es una superficie desarrollable
si







Las posibles superficies regladas desarrollables son: superficies ciĺındricas, superficies cóni-
cas y superficies tangentes a curvas espaciales.
Figura 1.2: Superficies desarrollables: (a) Cilindro, (b) Cono y (c) Superficie tangente.
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1. Cilindro: e es un vector constante, g(u, v) = l(u) + ve.
2. Cono: l es constante y es denominado el vértice del cono, g(u, v) = l + ve(u).
3. Superficie tangente: La curva l tiene curvatura diferente de cero y e = l′, es decir,
las generadores son las ĺıneas tangentes de la curva l, g(u, v) = l(u) + vl′(u).
Las curvas sobre g obtenidas al fijar v = v0 y variar u, son llamadas u-curvas y las curvas
obtenidas al fijar u = u0 y variar v, son llamadas v-curvas. En el punto p = g(u0, v0), el
vector gu(u0, v0) es tangente a la u-curva y el vector gv(u0, v0) es tangente a la v-curva.
Dado que gu × gv = (l′(u) + ve′(u)) × e(u) 6= 0, los vectores gu y gv son linealmente
independientes y generan un plano, el cual es llamado el plano tangente de g en el punto
p.
Como gu × gv 6= 0 es un vector ortogonal al plano generado por gu y gv; obtenemos el





Este vector es llamado el vector unitario normal de la superficie parametrizada g.
Figura 1.3: Plano tangente al paraboloide g = (u, v, 5− u2 − v2).
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1.2. Nociones básicas de diseño geométrico asistido
por computador
El diseño geométrico asistido por computador o CAGD1 es una disciplina que se ocupa de
los aspectos computacionales para el diseño de objetos geométricos. El CAGD es utilizado
para diseñar curvas y figuras en el espacio bidimensional (2D); o curvas, superficies o
sólidos en el espacio tridimensional (3D). Debido a su gran aplicabilidad en diferentes
áreas, el CAGD ha impulsado la investigación en geometŕıa computacional, computación
gráfica (tanto hardware como software) y en geometŕıa diferencial discreta. Los desarrollos
iniciales en CAGD se realizaron en la década de 1960 para las industrias aeronáuticas y
automotriz en el área de la construcción de superficies 3D. Probablemente, los trabajos
más importantes de esta década sobre curvas polinómicas y superficies fueron realizados
por Pierre Bézier (Renault), Paul de Casteljau (Citröen), Steven Anson Coons (MIT,
Ford) y James Ferguson (Boeing).
1.2.1. Curvas de Bézier.














, i = 0, 1, ..., n. (1.4)






es llamada curva de Bézier, y los coeficientes bi son llamados puntos de control. La se-
cuencia b0,b1,...bn es llamado el poĺıgono de control de la curva de Bézier.
Los polinomios de Bernstein y la curva de Bézier b(t) definida por los puntos de control





i (t) = 1.
El punto de la curva b(t) está contenido en la cápsula convexa del poĺıgono de
control si 0 ≤ t ≥ 1. Esto es llamado la propiedad de la cápsula convexa.
1Acrónimo en inglés de Computer Aided Geometric Design
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La primera derivada de b(t) está dada por
b
′




donde ∆bi = bi+1 − bi. Notemos que la deriva es una curva de Bézier.




(1), son paralelas a los segmentos del
poĺıgono de control b1 − b0 y bn − bn−1 respectivamente.
La figura 1.4 ilustra una curva de Bézier de grado 3 con sus puntos de control y su poĺıgono
de control.
Figura 1.4: Cúbica de Bézier con su poligono de control.
Algoritmo de De Casteljau
Dados los puntos de control b0,b1,...bn ∈ Rm y el número real t, construimos el punto
b(t) sobre la curva, utilizando la siguiente recursión, la cual es llamada el algoritmo de
De Casteljau.
1. b00 = b0, ... , b
0
n = bn.
2. bri = (1− t)br−1i + tbr−1i+1 r = 1, ..., n, i = 0, ..., n− r.
3. b(t) = bn0 .
El algoritmo de De Casteljau aplicado a los puntos b0, ... , bn y al número real t evalua
la curva polinomial de Bézier con estos puntos de control en el parámetro t.
Curvas B-splines
Las curvas B-splines son curvas que consisten de segmentos de curvas de Bézier del mismo
9
grado y que son unidas en sus puntos extremos con la suavidad más alta posible. Una
curva B-spline está definida por el grado n de cada segmento de curva, el vector de nodos
y el poĺıgono de control.
El grado (denotado por n) de una curva B-spline está definido como el grado de los
segmentos de curvas de Bézier que forman la curva B-spline completa, estos segmentos
tienen el mismo grado n. El vector de nodos es una secuencia de valores del parámetro
u0, · · · , uk, ui 6= ui+1, donde los diferentes segmentos de Bézier son unidos. Los puntos de
control d0, · · · ,dm con m = k − n + 1 son utilizados para definir la forma general de
la curva.
Curvas de Bézier racionales




0 + · · ·+ wnbnBnn
w0Bn0 + · · ·+ wnBnn
, x(t),bi ∈ R3.
Los wi nuevamente son denominados pesos ; los puntos bi forman el poĺıgono de control.
Las curvas de Bézier racionales poseen las mismas propiedades que las curvas de Bézier
polinomiales; los pesos wi son utilizados como parámetros de forma. Si incrementamos un
wi, la curva tiende al correspondiente bi.
1.2.2. Superficies de Bézier
Sea b0,b1, ...,bn el poĺıgono de control de una curva de Bézier de grado n. Al mover cada
punto de control bi del poĺıgono sobre una curva de Bézier bi(v) de grado m con poĺıgono










j (v) u, v ∈ [0, 1], (1.7)
la cual se denomina superficie de Bézier de bigrado (n,m) y al conjunto de los (n+1)(m+1)
puntos de control b0,0, ...,bn,m se le denomina malla de control. La superficie (1.7) puede
expresarse de forma matricial como
b(u, v) = (Bn0 (u) · · ·Bnn(u))













Si fijamos v = v0, las u-curvas de esta superficie son curvas de Bézier de grado n con













Bni (u) u ∈ [0, 1]














Bmj (v) v ∈ [0, 1].
La siguiente gráfica es un ejemplo de una superficie de Bézier.
Figura 1.5: Superficie de Bézier de bigrado (2,3).
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Caṕıtulo 2
Conjunto de biarcos interpolantes
entre dos puntos y dos rectas
2.1. Resumen
En este caṕıtulo trabajamos con rectas orientadas, ćırculos orientados, y elementos de
contacto orientados. Además, se considera el siguiente problema geométrico:
Dados dos puntos a1, a2 ∈ R3 y dos rectas orientadas l1, l2 que pasan por a1 y a2 respec-
tivamente. ¿Cómo conectar estos dos elementos (a1, l1) y (a2, l2) con una curva suave que
adicionalmente cumpla con ciertas condiciones de contacto?.
Dentro de las posibles curvas suaves que conectan los dos elementos (a1, l1) y (a2, l2) con-
sideramos sólo aquellas curvas compuestas por dos arcos circulares que inician en a1 y
finalizan en a2 y tal que sus tangentes coinciden en el punto de conexión. Estas curvas
son llamadas biarcos.
2.2. Rectas orientadas y ćırculos orientados
Dada una recta l ∈ R3, le asignaremos una orientación asumiendo que es generada por el
movimiento de un punto en uno u otro sentido. Como una recta es orientada, un ćırculo
puede ser orientado. Dado un ćırculo, asignarle una orientación es equivalente a dar un
sentido a su recorrido.
Definición 2.1 Sean a un punto en R3 y l una recta orientada que pasa por el punto a.
El elemento (a, l) se denomina elemento de contacto o contacto.
Definición 2.2 Decimos que un ćırculo orientado c1 y un elemento de contacto (a1, l1)
tienen contacto orientado si l1 es la recta tangente orientada de c1 en el punto a1.
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Figura 2.1: Contacto orientado entre un ćırculo orientado c1 y un elemento de contacto
(a1, l1 ).
Definición 2.3 Sean c1 , c2 dos ćırculos orientados que se tocan en un punto c. Decimos
que c1 , c2 tienen contacto orientado si ambos tienen la misma recta tangente orientada
l en el punto c.
Figura 2.2: Dos ćırculos con contacto orientado (generalmente nos interesan ćırculos que
yacen en dos planos diferentes).
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Definición 2.4 Un biarco desde un punto a a un punto distinto b es una curva compues-
ta por dos arcos circulares que inicia en a y finaliza en b tal que sus tangentes coinciden
en el punto de conexión.
En la siguiente sección mostraremos que dados dos contactos (a1, l1) y (a2, l2), existen
dos ćırculos orientados que hacen contacto orientado con (a1, l1) y (a2, l2) y son tangentes
entre śı.
2.3. Descripción del problema
Dados dos elementos de contacto (a1, l1) y (b1, l2), queremos hallar un par de ćırculos
orientados c1 , c2 que conecten estos elementos y posean contacto orientado en un punto
común c.
Figura 2.3: Dos ćırculos orientados que conectan los elementos de contacto (los ćırculos
c1 y c2 usualmente yacen en planos distintos).
2.3.1. Dos ćırculos de contacto orientado
Con el fin de hallar un par de ćırculos orientados que conecten los elementos (a,m) y
(b, n) respectivamente y tengan una recta tangente orientada común l en un punto c,
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procedemos de la siguiente manera:
Escogemos dos puntos a1 ∈ m y b1 ∈ n a la misma distancia λ en dirección de las
rectas m y n desde a y b, respectivamente. Sea d el punto medio del segmento de
a1 a b1.
Consideramos el plano de simetŕıa de a1 y b1, denotado por α y cuya ecuación es:
x · (b1 − a1) = d · (b1 − a1) .
Consideramos una representación paramétrica de nuestra recta orientada n (que
respeta la orientación), pasando por el punto b1:
x = b1 + tv.
Aśı, el punto de intersección entre el plano α y la recta n es:
b2 = b1 + t0v donde t0 =
d · (b1 − a1)− (b1 − a1) · b1
(b1 − a1) · v
.
Por lo tanto, la recta que va desde el punto a1 hasta el punto b2 es una posible recta
tangente orientada l .
Figura 2.4: Biarco hallado a partir de los elementos (a,m) y (b, n) (en general,
los ćırculos c1 y c2 yacen en planos distintos).
Para hallar el punto de contacto c escogemos la misma distancia λ en la dirección
de la recta orientada l desde el punto a1. Luego el punto c cumple la condición de
15
distancia
‖(a− a1)‖ = ‖(a1 − c)‖ .
Por otro lado, los triángulos con vértices (a1, d, b2) y (d, b1, b2) son congruentes, de
donde se sigue que ‖(a1 − b2)‖ = ‖(b1 − b2)‖. Dado que ‖(a1 − c)‖ = ‖(b1 − b)‖
entonces ‖(b− b2)‖ = ‖(c− b2)‖.
Aśı, tenemos que el punto c también satisface la condición
(‖c− b2)‖ = ‖(b− b2)‖ .
En conclusión, la recta orientada l que pasa por los puntos a1 y b2 es una posible
recta tangente de una solución y el punto de contacto c satisface las condiciones
(ver figura 2.4.):
‖(a− a1)‖ = ‖(a1 − c)‖ y ‖(c− b2)‖ = ‖(b− b2)‖ .
2.3.2. Biarco esférico
En esta sección analizaremos un biarco esférico que conecta dos elementos de contacto
(a,m) y (b, n). Mostraremos que este biarco tridimensional yace sobre una esfera Σ de-
terminada por los elementos de contacto dados.
Inicialmente recordemos algunos conceptos de geometŕıa inversiva. En el plano, el inverso
de un punto p con respecto a un ćırculo de inversión de centro o y radio r es un punto
p′ que yace sobre el rayo que va desde o y pasa por p tal que ‖(p− o)‖ ‖(p′ − o)‖ = r2.
Algunas propiedades de la inversión son las siguientes:
El inverso de un ćırculo que no pasa por el centro de inversión es un ćırculo.
El inverso de un ćırculo a través del centro de inversión es una recta.
El inverso de una recta que no pasa por el centro de inversión es un ćırculo que pasa
por el centro de inversión.
Una recta a través del centro de inversión es su propio inverso.
Los ángulos son preservados por inversión.
Notemos que la inversión se generaliza a 3D y se realiza respecto a una esfera, siguiendo
un proceso análogo al descrito en 2D.
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Consideremos el punto a en el origen y un biarco construido como en la sección anterior
que pasa por los puntos a, b y el punto de contacto c, con m y n las rectas tangentes en
dichos puntos.
Denotemos por v y w los vectores directores de las rectas m y n.
Escojamos el punto a como el centro de inversión y el radio de inversión r = ‖b− a‖.
Por lo tanto el inverso de cualquier punto x respecto a la esfera de inversión con centro
en a y radio r , está dado por:




Notemos que cualquier punto sobre la esfera de inversión es su propio inverso, de donde
se sigue que b∗ = b.
Luego el inverso del arco circular que pasa por el centro de inversión a y el punto c, con
vector tangente v en a es la recta que no pasa a través del centro de inversión a, cuyo
vector director es v∗ donde v∗ = r
2
‖v‖2 v y la cual pasa por el punto c
∗.
El inverso del arco circular que pasa por los puntos c y b el cual no contiene el centro
de inversión a, es un arco circular que pasa por los puntos inversos c∗ y b∗. Dado que el
ángulo es preservado por inversión, este arco en el punto c∗ es tangente a la recta cuyo
vector director es v∗ (esta recta es el inverso del arco circular anterior que pasa por a y
c), y en el punto b∗ es tangente a la recta que tiene vector director w∗.
Para identificar w∗ consideramos la inversión de un ćırculo que pasa por los puntos a y
b con tangente w en b, aśı tenemos que:
w∗ = w − 2 w · (b− a)
(b− a) · (b− a)
(b− a).
De lo anterior, tenemos un arco circular que pasa por b∗ y c∗, con tangentes en dichos
puntos, w∗ y v∗. Considerando el punto de intersección de estas tangentes y siendo µ un
parámetro libre tenemos lo siguiente:
c∗ = b∗ − µ(v∗ + w∗).
El lugar geométrico de c∗ es una recta que no pasa por a pero si por el punto b∗, al realizar
la función inversa de la inversión a esta recta, encontramos que el lugar geométrico de c
es un ćırculo que pasa por a y b.
Por otro lado, los arcos inversos que pasan por a∗, c∗ y b∗ yacen en el plano que pasa por
el punto b∗ el cual contiene a las tangentes v∗, w∗ y el lugar geométrico del punto c∗. De
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acuerdo al razonamiento anterior, al aplicar la función inversa de la inversión, vemos que
el biarco tridimensional yace una esfera que contiene a, b, el lugar geométrico de c y las
tangentes v y w.
Los resultados anteriores pueden resumirse en el siguiente teorema:
Teorema 2.5 Dados los elementos de contacto (a,m) y (b, n), el par de ćırculos orien-
tados yacen sobre una esfera Σ determinada por estos elementos.
A partir del resultado anterior, analicemos lo siguiente:
Consideremos los planos de simetŕıa de los puntos a y b, de los puntos a y c, y de los
puntos b y c, denotados por σab, σac y σbc respectivamente.
Sean σa y σb los planos que pasan por a y b, y son perpendiculares a m y a n, respecti-
vamente.
Entonces el centro m de Σ es la intersección de los tres planos σab, σa y σb. La reflexión
en el plano σac para cada solución intercambia (a,m) y (c, l). La reflexión en el plano σbc
intercambia (c, l) y (b, n). Denotamos por d la recta d = σa1c ∩ σb1c, la cual pasa por el
centro de Σ.
Sea κ el ćırculo generado por la rotación completa de a con respecto a d y sea Ψ el hi-
perboloide de revolución generado por la rotación completa de la recta m con respecto a
d .
Figura 2.5: Cı́rculo κ, en el cual yacen los posibles puntos de contacto c.
Dado que d ∈ σac y que rotamos con respecto a d entonces c ∈ κ y l ∈ Ψ.
Cada punto c ∈ κ− {a,b} es un posible punto de contacto.
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Aśı, los planos que contienen al punto c y las rectas m y n intersectan a Σ a lo largo de
los ćırculos requeridos.
Figura 2.6: Hiperboloide de revolución Ψ tangente a Σ a lo largo del ćırculo κ, en el cual
yacen los posibles puntos de contacto c.
Aśı el teorema 2.5 se puede extender a:
Teorema 2.6 Dados dos elementos de contacto orientados (a,m) y (b), n) entonces el
par de ćırculos de contacto orientados yacen sobre una misma esfera Σ.
Cada punto distinto de a y b que yace sobre cierto ćırculo κ ⊂ Σ que pasa por los puntos
a y b, es un posible punto de contacto c.
Las rectas tangentes comunes asociadas al punto de contacto c, yacen sobre un hiperboloide




Splines de conos circulares
3.1. Resumen
Las superficies que están compuestas de cilindros generales, conos generales y superficies
tangentes son llamadas superficies desarrollables. Éstas son las únicas superficies que
pueden ser aplicadas al plano sin deformación, es decir, sin ninguna distorsión métrica.
Debido a esta propiedad son de gran importancia en diversas aplicaciones.
En este caṕıtulo consideraremos la solución para el problema de aproximar superficies
desarrollables con splines de conos circulares presentada por Leopoldseder y Pottmann
[7], con el fin de obtener splines que ajusten superficies de interés para las aplicaciones en
el área médica. Los splines de conos cuadráticos poseen representaciones paramétricas de
grado dos y su desarrollo o aplanamiento en relación a otras superficies desarrollables es
más elemental.
3.2. Conos circulares con contactos prescritos
La idea general presentada por Leopoldseder y Pottmann para aproximar una superficie
desarrollable Γ por conos circulares es la siguiente:
1. Se escoge una secuencia apropiada de generadores y planos tangentes de la superficie
Γ.
2. Cada par de generadores consecutivos y sus planos tangentes, son interpolados por
dos segmentos de conos circulares que se unen suavemente a lo largo del generador que
comparten.
3. Estos conos pueden tener el mismo vértice, poseer ejes paralelos o tener una esfera
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inscrita común. En los dos primeros casos, se construye un biarco esférico o plano. En el
último caso, los conos tocan la esfera inscrita a lo largo de un biarco esférico y ésta es
hallada a partir de los generadores y planos tangentes dados.
Nos referiremos a un segmento de cono circular, acotado por dos generadores como un
segmento de cono. Los dos segmentos de conos que interpolan dos generadores y sus planos
tangentes forman un par de conos G1, en el sentido de que a lo largo del generador común
comparten el mismo plano tangente. Si queremos enfatizar el hecho de que un cono no es
un cono circular lo llamaremos cono general.
3.2.1. Elementos de contacto planos
A un plano y a una recta orientada en ese plano, los llamaremos elemento de contacto
plano y lo denotamos por (ei, τi), donde ei es la recta orientada sobre el plano τi.
Pottmann y Leopoldseder usan los contactos planos para aproximar superficies desarrolla-
bles con segmentos de conos circulares, consideraremos estos elementos con otra finalidad.
A partir de una secuencia de elementos de contacto planos, queremos construir splines de
conos circulares que modelen superficies de interés.
Interpolaremos un par de elementos de contacto planos consecutivos con dos segmentos
de conos, los cuales poseen el mismo plano tangente a lo largo de un generador común.
Figura 3.1: Base ortonormal asociada a un elemento de contacto plano.
A cada elemento de contacto plano (ei, τi) de la secuencia dada, le asociaremos una base
ortonormal (xi, ei,pi,ni) (ver figura 3.1), donde xi denota un punto sobre la recta ei con
vector director unitario ei. Cada plano τi está generado por los vectores unitarios ei y pi,
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éste último ortogonal a ei. El vector ei respeta la orientación de la recta ei. El vector pi
indica el lado en el cual el par de segmentos de conos interpolantes entre ei y ei+1 han de
conectarse y el vector ni = ei × pi es el vector normal unitario al plano τi.
3.2.2. Algoritmo general
Sean (ei, τi), i = 1, 2 dos elementos de contacto planos consecutivos. Queremos encontrar
dos conos de revolución ∆1, ∆2 con diferentes vértices v1, v2, que posean un generador
común y el mismo plano tangente a lo largo de este generador. Cada ∆i debe además debe
contener la recta ei como generador y su plano tangente a lo largo de ei debe coincidir
con τi.
Los ejes de un par de conos en esta posición, se cortan en un punto m o son paralelos.
Consideramos el caso en el cual los ejes se intersecan en m.
El punto m es el centro de una esfera Σ que toca a ambos conos a lo largo de dos ćırculos:
c1 y c2. La esfera Σ es determinada a partir de los dos elementos de contacto planos
consecutivos (ei, τi).
Si mi es un punto sobre la recta ei, el punto m es la intersección de los dos planos normales
γi : (x−mi) · pi = 0, i = 1, 2 (3.1)
con el plano bisector de los dos planos τi, i = 1, 2
σ : x · (n1 − n2)−m1 · n1 + m2 · n1 = 0. (3.2)
Cada uno de los conos ∆1, ∆2 tocará a la esfera Σ a lo largo de un ćırculo y estos ćırculos
se conectarán tangencialmente en un punto c. Los ćırculos c1 y c2 nos permiten construir
un biarco que resulta de conectar con continuidad tangencial en c un segmento del ćırculo
c1 con un segmento del ćırculo c2. Esto establece una conexión del generador e1 con el
generador e2.
El conjunto de biarcos interpolantes entre dos puntos más sus rectas tangentes orientadas
han sido estudiados en el caṕıtulo 2 y los resultados son aplicados al presente problema.
3.2.3. Biarco esférico
Para dar una representación racional de Bézier al biarco, denotamos por a1,b1, c, a2,b2
sus puntos de control (Figura 3.3).
El punto ai es el punto de intersección entre la esfera Σ y la recta ei tal que el vector pi
es el vector tangente al biarco esférico en este punto.
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Por la construcción dada en el caṕıtulo 2 los puntos ai y los vectores unitarios pi son los
puntos finales y los vectores unitarios tangentes a los ćırculos c1 y c2.
Figura 3.3: Biarco con su poĺıgono de control.
El poĺıgono de control de un ćırculo tiene la forma de un triángulo isósceles [4, pag. 222],
los lados en el poĺıgono tienen igual longitud, aśı que los puntos de control interiores
b1 = a1 + λ1p1, y b2 = a2 − λ2p2 cumplen la condición:
‖b2 − b1‖2 = (λ1 + λ2)2. (3.3)
Esto es equivalente a
(a2 − a1)2 − 2λ1(a2 − a1) · p1 − 2λ2(a2 − a1) · p2 + 2λ1λ2(e1 · e2 − 1) = 0. (3.4)
De esta manera, si escogemos un b1(λ1) utilizando la ecuación (3.4) podemos calcular






De esta manera obtenemos los puntos de control ai, bi y c para cada arco circular.
Si consideramos la foma estándar de la representación racional de Bézier de cada arco
circular, es decir, tomando los pesos en los puntos de control extremos (a1, c, a2) iguales
a 1, tenemos que los pesos ω1i en los puntos de control interiores bi pueden ser calculados




(bi − ai)(c− ai)
‖bi − ai‖|c− ai‖
. (3.6)
Finalmente, podemos expresar la forma cuadrática racional de Bézier de cada arco circular
como:
c1 =
a1(1− t)2 + ω11b12t(1− t) + ct2
(1− t)2 + ω112t(1− t) + t2
, (3.7)
c2 =
c(1− t)2 + ω12b22t(1− t) + a2t2
(1− t)2 + ω122t(1− t) + t2
. (3.8)
El arco complementario de ci, se denota por
−
ci y se calcula cambiando el signo del peso
ω1i del punto de Bézier interior bi.
3.2.4. Vértices de los segmentos de conos
Los vértices vi de los segmentos de conos pueden ser calculados como la intersección del
plano tangente a Σ en el punto c con los generadores ei, una vez hallado el biarco esférico
como fue descrito en la sección anterior.
Sin embargo, podemos primero calcular los vértices de manera análoga a los puntos inte-
riores de Bézier b1, b2, luego de hallar los puntos de control ai.
Los vértices v1 = a1 + µ1e1 y v2 = a2 − µ2e2 de los correspondientes segmentos de conos
circulares tienen que satisfacer la condición:
‖v2 − v1‖2 = (µ1 + µ2)2. (3.9)
Esto nos lleva a una relación entre µ1, µ2, similar a (3.4) dada por:
(a2 − a1)2 − 2µ1(a2 − a1) · e1 − 2µ2(a2 − a1) · e2 + 2µ1µ2(e1 · e2 − 1) = 0. (3.10)
La escogencia del parámetro µ1 determina los vértices v1 y v2 v́ıa la ecuación (3.10). Aśı,
conocemos los vértices vi, los ejes de los segmentos de conos ∆i, los cuales pasan por el
punto m y el punto vi respectivamente. Además, de sus generadores ei y el generador
común e, el cual une los puntos v1 y v2.
Por lo tanto, para determinar un par de conos dentro del conjunto uniparamétrico de
soluciones podemos escoger b1(λ1) y calcular b2(λ2) v́ıa la ecuación (3.4), o podemos
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escoger primero v1(µ1) y calcular v2(µ2) v́ıa la ecuación (3.10).
Los generadores que conectan los vértices v1, v2 yacen sobre una cuádrica reglada Ψ. De
acuerdo a lo estudiado en el caṕıtulo 2, Ψ es un hiperboloide de revolución, el cual toca
a la esfera Σ a lo largo de un ćırculo κ. En este ćırculo yacen los puntos de contacto c.
Los planos tangentes de Σ y Ψ a lo largo del ćırculo κ son los planos tangentes del par de
conos en los generadores frontera ei y el generador común e.
Figura 3.4: Segmentos de los dos conos ∆1 y ∆2, los cuales son tangentes a la esfera Σ
a lo largo del biarco que se conecta tangencialmente en el punto c.
Los resultados obtenidos pueden resumirse en:
Teorema 3.1 Dados dos elementos de contacto planos (ei, τi), existe una familia mono-
paramétrica de pares de conos que interpolan estos elementos. Todos los conos poseen una
esfera inscrita común Σ. Los generadores que conectan el par de conos escogidos yacen
sobre un hiperboloide de revolución Φ de una hoja, el cual toca a Σ a lo largo de un ćırculo
κ. Las rectas e1, e2 pertenecen al conjunto de generadores de Φ. Los planos tangentes de
Σ y Φ en los puntos ai, los cuales yacen sobre el ćırculo κ, son los planos tangentes del
par de conos a lo largo de los generadores frontera.
Generalmente en aplicaciones se tiene una región prescrita de interés Ω libre de puntos
singulares. Si uno de los vértices, supongamos v1, yace dentro de Ω, podemos mover v1 v́ıa
el parámetro µ1 por fuera de Ω. Sin embargo, se debe comprobar si el vértice v2 está por
fuera de Ω.
Dada una región de interés Ω, una consideración adicional debe ser estimada. Sea ∆1 un
cono circular para el cual hemos calculado el correspondiente arco esférico c1 con puntos
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de control a1,b1, c; como hemos excluido todas las soluciones con vértice v1 en Ω se deben
distinguir dos casos:
1. La esfera Σ que contiene al arco circular c1 y la región Ω, yacen en el mismo lado
del vértice v1 del cono. Escogiendo un punto d del generador frontera e1 dentro de Ω, lo
anterior es caracterizado por
(a1 − v1) · (d− v1)  0, (3.11)
ya que los vectores (a1− v1) y (d− v1) no son opuestos. Luego el arco circular c1 corres-
ponde a la parte útil del cono ∆1 que aproxima la región de interés Ω.
2. La esfera Σ y la región Ω yacen en diferentes lados del vértice v1 del cono, esto es
equivalente a
(a1 − v1) · (d− v1)  0, (3.12)
pues los vectores (a1 − v1) y (d − v1) son opuestos. Luego si se usa el arco circular c1,
esto nos llevaŕıa a bordes afilados en la superficie interpolada, es decir, este segmento de
cono circular se conectaŕıa con el siguiente segmento de cono a lo largo del generador que
comparten en diferentes lados del plano tangente común. Para evitar está situación, el
arco complementario
−
c1 debe ser utilizado. Esto produce que el spline esférico sobre Σ no
se conecte con continuidad G1, pero garantiza que la superficie interpolada sea suave.
Ejemplo
Dada la siguiente secuencia de elementos de contacto planos, compuesta de 4 rectas orien-
tadas, cada una de las cuales yace sobre un plano τi con i = 1, ..., 4. Para esta secuencia
construimos tres pares de segmentos de conos circulares que conectan estos elementos
tangencialmente. Los segmentos de conos fueron construidos escogiendo el parámetro λ1
y a partir de este se halló el parámetro λ2 utilizando la ecuación (3.4).
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Figura 3.5: (a) Secuencia de elementos de contacto planos ei, i = 1, ..., 4, (b) Secuencia





Las superficies desarrollables son de considerable importancia en diversas aplicaciones de-
bido a la propiedad que poseen de poder ser mapeadas al plano sin deformación. Algunas
de estas aplicaciones son industriales de confección textil y de calzado, en las cuales se
modelan diseños tridimensionales a partir de materiales planos. En el área médica en
lo referente a la visualización de información a lo largo de secciones de órganos, podŕıa
tener utilidad en diagnóstico cĺınico. En este caṕıtulo estudiaremos algunas nociones bási-
cas sobre el procesamiento digital de imágenes médicas y consideraremos el conjunto de
soluciones de pares de conos circulares hallado en el caṕıtulo anterior para aproximar
superficies desarrollables, con la finalidad de construir splines que modelen superficies de
interés. El enfásis será en el área médica odontológica y presentaremos ejemplos de vistas
panorámicas de secciones curvas de maxilares humanos que contienen información sobre
todas las piezas dentales. El proceso presentado permite el despliegue simultáneo de estas
piezas, en una superficie sin ninguna distorsión métrica.
4.2. Estado del arte
El proyecto Visible Human [13] tiene por objetivo poner al alcance de la comunidad
cient́ıfica información detallada sobre la anatomı́a humana. Es una base de datos que
consta de 1871 cortes planos horizontales a partir de los cuales se puede reconstruir “fotos
”de rodajas oblicuas que se pueden extraer del volumen de datos. Este proceso es ma-
temáticamente bien conocido: involucra el mecanismo de interpolación trilineal [14]. De
hecho el portal Visible Human ofrece una herramienta computacional de extracción de
información a lo largo de rodajas planas de ubicación tridimensional arbitraria.
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Un problema más interesante es la extracción de información a lo largo de rodajas curvas,
por ejemplo, a lo largo de una arteria (para determinar calcificaciones u otras malforma-
ciones) o también, a lo largo de un maxilar (con la finalidad de hacer visible la información
relevante a todas las piezas dentales simultáneamente). Usualmente es de interés el des-
pliegue plano de esta información a lo largo de la rodaja curva. En general, cuando se
despliega en forma plana una superficie curva, esta debe estirarse en algunas zonas de la
rodaja, lo cual genera el problema de la deformación: la forma y/o tamaño del órgano
original a lo largo de un corte particular puede diferir de su forma y/o tamaño cuando
se despliega sobre una pantalla plana. Este es el mismo problema de deformación que se
presenta cuando se construyen mapas.
En el área médica el problema de aplanar una superficie sin estiramiento fue considera-
do por Saroul en su tesis doctoral [10]. Saroul minimiza el problema de deformación en
una zona especificada por el usuario, a expensas de otras zonas (en principio de menor
interés) en las cuales no se controla la deformación. La propuesta de Saroul es de natura-
leza inherentemente local [10]. En un art́ıculo reciente Figuereido y Hersch [6] proponen la
extracción de información de volúmenes 3D contenida en cilindros construidos sobre cur-
vas planas. Lo anterior se puede generalizar a superficies desarollables cuya construcción,
desde el punto de vista del diseño geométrico asistido por computador ha sido estudiado
por Aumann [1]. La principal dificultad es de orden numérico en lo referente a la presen-
tación plana de la superficie. Esta dificultad desaparece si en vez de utilizar superficies
desarrollables generales nos restringimos a cilindros y conos. En este trabajo se utiliza las
técnicas desarrolladas por Pottmann y Leopoldseder [7], basados en un art́ıculo reciente,
de Fuhs y Stachel [5] para construir rodajas curvas. Además se presenta un ejemplo ilus-
trativo utilizando un maxilar humano y la rodaja se construye con segmentos de conos
circulares.
4.3. Nociones básicas sobre imágenes médicas.
El tratamiento digital de imágenes para las ciencias biomédicas es denominado comúnmen-
te como procesamiento de imágenes médicas.
El f́ısico alemán Wilhelm C. Röntgen produjo en 1995 la radiación electromagnética en las
longitudes de onda, que corresponden a lo que hoy denominamos rayos X. Este descubri-
miento permitió que las imágenes médicas se convirtieran en una importante herramienta
en el campo médico. Estas son utilizadas en el diagnóstico médico, la planificación del
tratamiento y del procedimiento y en los estudios de seguimiento.
Actualmente, existe una gran variedad de técnicas de imágenes médicas, entre ellas están
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las imágenes de rayos X, la tomograf́ıa computarizada o CT1 y las imágenes por resonan-
cia magnética o MRI 2.
Para realizar las aplicaciones en el área médica odontológica se utilizaron imágenes CT
en formato DICOM, por esta razón se introduce a continuación estos términos.
4.3.1. Tomograf́ıa computarizada (CT)
Las tomograf́ıas computarizadas usadas en las imágenes médicas y las imágenes industria-
les, son creadas a través de un procesamiento digital hecho por computador. El procesa-
miento digital geométrico se utiliza para generar una imagen tridimensional del interior de
un objeto a partir de una secuencia de imágenes 2D de rayos X (rodajas planas) tomadas
alrededor de un eje de rotación [3].
Proceso
Los métodos de obtención de las proyecciones de rayos necesarias para la exploración
de CT requieren una fuente de rayos X, detectores y dispositivos electrónicos asociados,
todos ellos montados en un gantry, escáner ciĺındrico, que se mueve mecánicamente para
generar una secuencia de imágenes.
La CT produce un volumen de datos que puede ser manipulado a través de un proce-
so llamado “windowing” con la finalidad de extraer información acerca de estructuras
contenidas en el volumen 3D, basadas en su capacidad de absorción del haz de rayos X.
La rodaja es generada usando una fuente de rayos X que rota alrededor del objeto. Los
sensores de rayos X están situados al lado opuesto del ćırculo de la fuente de rayos X.
Gran cantidad de escaneos son tomados progresivamente, cada vez que el objeto es gra-
dualmente deslizado a través del gantry.
Una vez que se ha realizado el escaneo, los datos deben ser procesados usando reconstruc-
ción tomográfica [3], la cual produce una serie de imágenes de cortes transversales. En
general, la técnica más utilizada es la retroproyección filtrada, ya que es fácil de implemen-
tar y puede ser computarizada rápidamente. Este método es basado en la transformada
de Radon. Si f representa una densidad desconocida, está basado en la transformada de
Radon representa los datos de salida de la tomograf́ıa. Aśı la inversa de la transformada
de Radom puede ser usada para reconstruir la densidad original de los datos.
Existen otras técnicas de reconstrucción tomográfica, entre ellas están la retroproyección
y el método iterativo de reconstrucción. En la retroproyección se utiliza un escáner EMI
donde el problema de reconstrucción tomográfica fue resuelto con álgebra lineal, pero
1Acrónimo en inglés de Computed Tomography
2Acrónimo en inglés de Magnetic Resonance Imaging
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este enfoque es limitado por su alta complejidad computacional. El método iterativo fue
recientemente desarrollado y esta basado en la maximización de las expectivas técnicas.
Este método tiene la ventaja de utilizar un modelo interno de las propiedades f́ısicas del
escáner y de las leyes de la f́ısica de rayos X de las interacciones. Sin embargo, necesita
un requerimiento computacional muy alto, lo cual se encuentra en los ĺımites de la fun-
cionalidad de los protocolos de análisis actuales.
Las imágenes digitales están compuestas de ṕıxeles individuales, para los cuales la lumino-
sidad ó el valor del color está asignado. Los ṕıxeles de una imagen obtenida por tomograf́ıa
computarizada se obtiene en términos de la radiodensidad. El ṕıxel se muestra de acuerdo
con la atenuación media (pérdida gradual de la intensidad del rayo X que pasa a través
del cuerpo) del tejido(s) que corresponde a una escala de 3071 (más atenuante) a -1024
(menos atenuante) en la escala Hounsfield [3]. Cuando el grosor del corte de la CT es
tomado en cuenta, la unidad se conoce como voxel, que es una unidad de tres dimen-
siones. El fenómeno de que una parte del detector no puede diferenciar entre diferentes
tejidos se llama el “efecto de volumen parcial”. Esto significa que una gran cantidad de
cart́ılago y una fina capa de hueso compacto puede causar la misma atenuación en un
voxel. El agua tiene una atenuación de 0 unidades Hounsfield (HU 3), el aire es de -1000
HU, el hueso trabecular es t́ıpicamente 400 HU, el hueso craneal puede llegar a 2000 HU
ó más. La atenuación de los implantes metálicos depende del número atómico del elemen-
to utilizado: titanio tiene generalmente una cantidad de 1000 HU, el acero puede disipar
completamente los rayos X y, por tanto, es responsable de las ĺıneas de artefactos en to-
mograf́ıas calculadas. Los artefactos causan transiciones abruptas entre los materiales de
baja y alta densidad, lo que resulta en valores de datos que exceden el rango dinámico
del procesamiento de imágenes.
Finalmente, el resultado de la reconstrucción tomográfica, es una matriz M de números,
que se codifican como niveles de gris para formar los pixeles de la imagen, donde el mı́nimo
de M le corresponde el color negro y el máximo de M es el color blanco. La figura 4.1
muestra un ejemplo de la codificación de colores de una tomograf́ıa.
3Hounsfield units
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Figura 4.1: Codificación de colores en una imagen médica
4.3.2. Formato DICOM.
El formato DICOM 4, es el formato estándar para la manipulación, almacenamiento, im-
presión y la transmisión de información de imágenes médicas. Este formato incluye un
archivo con datos de la imagen y el paciente, además contiene un protocolo de red de
comunicaciones. Aśı los archivos DICOM pueden ser intercambiados entre entidades ca-
paces de recibir datos de la imagen y el paciente en formato DICOM.
El software matemático Matlab tiene las dos instrucciones dicomread y dicominfo que per-
miten manipular las tomograf́ıas computarizadas en formato DICOM. Los archivos en este
formato tienen extensión .dcm. Aśı, si se tiene por ejemplo, el archivo IM-0001-015.dcm, la
intrucción M=dicomread(́IM-0001-015.dcm’) genera la matriz M de números con la codi-
ficación de los colores de la imagen. La instrucción dicominfo(́IM-0001-015.dcm’) permite
visualizar toda la información adicional sobre los datos del paciente y de la imagen.
4.4. Rodajas curvas construidas con segmentos de co-
nos circulares
En esta sección consideramos un volumen de imágenes médicas en formato DICOM, el
cual guarda información respecto a la estructura interna y externa de las 16 piezas dentales
de un maxilar superior humano.
Aplicaremos la construcción dada en el caṕıtulo anterior de conos circulares a partir
de biarcos para modelar una rodaja curva que contiene información sobre la estructura
interna de todas las piezas dentales presentes en el maxilar.
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4.4.1. Selección de los elementos de contacto
Para cada diente consideramos un plano que presenta información de la estructura del
diente, el cual se determina segmentando los puntos de la pieza. La segmentación se realiza
manualmente, para cada diente determinamos las imágenes DICOM en las cuales está con-
tenido este diente y seleccionamos puntos del diente por cada imagen. A partir de cada
conjunto de datos, hallamos el punto medio de cada diente y el plano que mejor presenta
la información de interés. Con base al plano hallado, construimos un sistema ortonormal
para cada diente y luego de obtener la información de cada ṕıxel de las imágenes DICOM,
desplegamos la textura del diente como la intersección del plano en el nuevo sistema y
el diente. La figura 4.2 muestra el plano escogido para una pieza dental, el cual ha sido
texturizado con la información correspondiente extráıda del volumen DICOM usando el
proceso de interpolación trilineal.
Figura 4.2: Plano texturizado de una pieza dental del maxilar superior.
Escogiendo los planos y las rectas, hallados para cada diente como elementos de contacto
planos, construiremos una secuencia de segmentos de conos circulares que se conectan
G1. La rodaja curva resultante contiene la información sobre todas las piezas en forma
simultánea y esta puede ser desplegada en el plano sin deformación. La figura 4.3 ilustra
la visualización de una pieza dental escogiendo el parámetro λ1.
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Figura 4.3: Vista 3D de la construcción de un par de segmentos de conos circulares
para una pieza dental del maxilar superior, donde las rectas rojas son los elementos de
contacto planos dados y las rectas azules son los generadores comunes.
Concretamente, el proceso para construir la secuencia de segmentos de conos circulares
para visualizar el total de piezas dentales conlleva los siguientes pasos:
1. Dado un par de elementos de contacto planos (ei, τi), i = 1, 2 de dos dientes consecuti-
vos, calculamos el centro m de una esfera Σ (sobre la cual construiremos el biarco), como
la intersección de tres planos cuyos vectores normales son p1,p2,n1 − n2, de acuerdo a
las ecuaciones (3.1) y (3.2), donde el punto mi es el punto medio del diente.
2. Los generadores dados ei, se interpolan por un par de conos cuyos ejes se intersecan
en el punto m. La esfera Σ toca a cada uno de estos conos a lo largo de un ćırculo, los
cuales denotamos por c1 y c2.
Los ćırculos c1 y c2 generan el biarco esférico que conecta los generadores ei. Los puntos
finales de este biarco son ai = ei ∩ Σ y los vectores tangentes son los vectores pi.
3. Finalmente, para hallar los puntos interiores de Bézier, b1 = a1+λ1p1 y b2 = a2−λ2p2,
escogemos un λ1 y calculamos λ2 v́ıa la ecuación (3.4).
La figura 4.4 ilustra diferentes vistas 3D de algunas piezas dentales escogiendo el paráme-
tro λ1 de acuerdo al proceso presentado.
Esta secuencia de segmentos de conos fue construida escogiendo el parámetro λ1 para cada
par de elementos de contacto planos. Recordemos que dados dos elementos de contacto
planos existe una familia monoparamétrica de pares de conos circulares que interpolan
estos elementos, cada par de conos posee una esfera inscrita común Σ (ver teorema 3.1).
Para escoger un par de estos conos construimos un biarco como una curva de Bézier, el
cual Los puntos de control exteriores del biarco a1 y a2 se hallan como la intersección
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de las rectas e1 y e2 con la esfera Σ. Luego escogiendo un valor para el parámetro λ1 el
punto de control interior b1 está dado por b1 = a1 + λ1e1. De esta manera, utilizando la
ecuación (3.4) hallamos un único punto de control b2 = a2 − λ2e2 y el punto de contacto
del biarco c se calcula utilizando la ecuación (3.5). Finalmente los vértices para este par
de conos se hallan como la intersección del plano tangente a Σ en el punto c con las rectas
ei dadas. Esta solución fue utilizada para construir la secuencia de conos ilustrada en la
figura 4.4.
La otra posibilidad para hallar un par de conos de la familia es calcular primero los vérti-
ces de manera análoga a los puntos de control interiores b1, b2 utilizando la ecuación
(3.10). Aśı conocidos los vértices vi, los ejes de este par de conos pasa por el centro m de
la esfera Σ y el punto vi respectivamente y el generador une los puntos v1 y v2.
Figura 4.4: Vistas 3D de la construcción de 9 segmentos de conos circulares para
algunas piezas dentales del maxilar superior.
Observación.
No es posible visualizar todas las piezas dentales del maxilar superior en la ilustración
anterior por que se presenta la siguiente situación:
Al construir el par de segmentos de conos para algunas piezas dentales, utilizando cual-
quiera de las dos posibilidades de la escogencia de los conos explicada en el párrafo anterior
produce un par de segmentos de conos que no son útiles para visualizar la región de interés
de las imágenes DICOM que contienen estas piezas.
Por ejemplo, la figura 4.5 muestra una pieza dental donde se escogió el parámetro λ1, el
par de segmentos de conos circulares se conectan a lo largo del generador que comparten
en diferentes lados del plano tangente común.
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Figura 4.5: Visualización del par de segmentos de conos para dos rectas consecutivas de
la secuencia dada, donde dichos conos se conectan en lados diferentes del plano tangente
común.
Para evitar esta situación es necesario escoger el arco complementario del arco circular
hallado, utilizando el procedimiento explicado en la sección 3.2.4. Aunque utilizando este
procedimiento el par de segmentos de conos circulares se conectan en el mismo lado del
plano tangente común a lo largo del generador que comparten, esto nos lleva a un par
de conos que no son útiles para la visualización de la pieza dental, ya que no permite
visualizarla completamente, ver la figura 4.6.
Figura 4.6: Visualización del par de segmentos de conos para el par de rectas anteriores
utilizando el arco complementario del arco circular.
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Conclusión
En conclusión se propone una técnica para construir splines de conos circules con la fi-
nalidad de extraer información a lo largo de rodajas curvas a partir de volúmenes de
imágenes médicas en formato DICOM. En particular se estudia el caso de un volumen
que continene un maxilar humano. Utilizando la técnica descrita se presentaron algunos
ejemplos de visualizaciones en 3D de los segmentos de conos circulares construidos para
piezas dentales del maxilar superior. Esta técnica tiene baja complejidad matemática pues
en principio involucra sólo conos circulares.
Otro campo de posible utilidad incluye la aplicación de esta técnica en el despliegue de
secciones curvas de venas (para estudiar el funcionamiento de válvulas) y arterias (para
detectar calcificaciones). No se descartan aplicaciones industriales en el campo de estudio
de fracturas en volúmenes.
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